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ABSTRAKT
Diplomová práce se zabývá návrhem metodiky výpo£tu kritických otá£ek elektrických
stroj· to£ivých. Cílem práce je sestavit kone£noprvkový model modelové rotorové sou-
stavy, ur£it vlastní frekvence pro vykreslení Campbellova diagramu a pomocí tohoto di-
agramu ur£it kritické otá£ky. K tomuto ú£elu je pouºit program Matlab. Pro ov¥°ení
výpo£tu je pouºit program Ansys.
KLÍOVÁ SLOVA
Kritické otá£ky, Campbell·v diagram, rotorová soustava, metoda kone£ných prvk·.
ABSTRACT
This Master thesis describes the design of methodology for calculating the critical speed
of rotating electric machines. The aim is to build ﬁnite element model of rotor system
model, determine the natural frequencies to plot Campbell diagram and use this diagram
to obtain the critical speeds. The Matlab software is used for this purpose and the Ansys
software is used for verify the calculation.
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Seznam symbol· a zkratek
E Young·v modul pruºnosti






[G] matice gyroskopických ú£ink·
Md matice hmotnosti disku
MeR rota£ní matice hmotnosti elementu
MeT transla£ní matice hmotnosti elementu
Me matice hmotnosti elementu










S obsah pr·°ezu h°ídele
θ úhel nato£ení pr·°ezu prutu
ϕ úhel nato£ení centrální osy prutu
u(x) posuv ve sm¥ru osy x
w(x) posuv ve sm¥ru osy y
n uzel (node)
13
Bc. Jan Sedlá£ek DIPLOMOVÁ PRÁCE
{f} vektor vn¥j²ích sil
{u} zobecn¥ný vektor sou°adnic
λ vlastní £íslo
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Úvod
P°i konstrukci moderních stroj· s rotující h°ídelí jako jsou elektromotory, turbíny, HDD
v po£íta£ích, atp., je nezbytná znalost dynamiky rotor·. Neblahé zku²enosti s havarijními
stavy jsou toho d·kazem. Jiº dávno nesta£í ke konstrukci t¥chto stroj· výpo£et prvních
ohybových kritických otá£ek rotoru uloºených na dokonale tuhých podporách [1], je ne-
zbytné uvaºovat elastické a tlumící efekty kluzných loºisek, ur£ovat hranice stability atd.
V dne²ní dob¥ jsou pro výpo£ty pouºívány softwary na bázi numerických metod, zejména
metoda kone£ných prvk·. Tyto metody významn¥ usnad¬ují konstrukci nejen stroj· s
rotující h°ídelí.
V této práci bude navrºena metodika pro výpo£et kritických otá£ek rotoru pro spole£nost
TES VSETÍN, s.r.o. Výsledky budou ov¥°eny pomocí programu ANSYS. Výsledkem na-
vrºené metodiky bude Campbell·v diagram a z n¥j ode£tené kritické otá£ky.
15
Bc. Jan Sedlá£ek DIPLOMOVÁ PRÁCE
1. Cíle práce
Cílem této práce je navrhnout metodiku pro výpo£et kritických otá£ek elektrických stroj·
to£ivých. Výpo£et bude realizován metodou kone£ných prvk· za pouºití programuMATLAB
a veriﬁkován výpo£tem v programu ANSYS.
V první £ásti práce bude sestaven kone£noprvkový model jednoduchého h°ídele s jed-
ním diskem a kluznými loºisky a °e²ením problému vlastních hodnot získána data pro
sestrojení Campbellova diagramu. Po veriﬁkaci výsledk· bude sestaven kone£noprvkový
model modelové rotorové soustavy.
Tato modelová rotorová soustava nereprezentuje ºádný konkrétní stroj. Má univerzální
vyuºití, kdy pomocí zm¥ny vstupních parametr· (nap°íklad pr·m¥ry a tlou²´ky disk·,
délka a pr·m¥r h°ídele) lze model p°izp·sobit práv¥ navrhovanému stroji.
V záv¥ru práce bude provedeno porovnání výsledk· získaných výpo£tem z programu
MATLAB a veriﬁka£ních výsledk· z programu ANSYS.
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2. Základní pojmy dynamiky rotor·
2.1. Základní rovnice dynamiky
Obecný tvar pohybové rovnici pro problémy spojené s vibracemi je dán vztahem
[M ] {u¨}+ [C] {u˙}+ [K] {u} = {f} (1)
kde
[M ] - matice hmotnosti
[C] - matice tlumení
[K] - matice tuhosti
{f} - vektor vn¥j²ích sil
{u} - zobecn¥ný vektor sou°adnic
V dynamice rotor· p°ispívá do této rovnice je²t¥ gyroskopický efekt, reprezentovaný maticí
gyroskopických ú£ink· [G]. Rovnice (1) se transformuje do tvaru
[M ] {u¨}+ ([G] + [C]) {u˙}+ [K] {u} = {f} (2)
Vý²e uvedená pohybová rovnice popisuje pohyb rota£n¥ symetrického rotoru, který se
otá£í konstantními otá£kami. Matice gyroskopických ú£ink· je nesymetrická a ovlivn¥ná
rychlostí otá£ení. Pokud bude rychlost otá£ení nulová, matice gyroskopických ú£ink· se
bude rovnat nule a rovnice bude mít tvar jako obecný tvar pohybové rovnice (1).
2.2. Soub¥ºný a protib¥ºný pohyb (krouºení)
P°i otá£ení rotoru dochází k jeho prohnutí, v jehoº d·sledku se st°ed h°ídele pohybuje po
ur£ité trajektorii (kruhové nebo elipsovité). Tento jev je ozna£ován jako krouºení. Pokud
st°ed h°ídele krouºí ve stejném sm¥ru jako je smysl jeho otá£ení, jedná se o soub¥ºnou
precesi. Má-li krouºení st°edu h°ídele opa£ný sm¥r neº smysl otá£ení, pak se jedná o





smeˇr krouzˇen´ı hrˇ´ıdele smeˇr krouzˇen´ı hrˇ´ıdele
a) b)
Obrázek 1: Soub¥ºný a protib¥ºný pohyb, a) soub¥ºná precese, b) protib¥ºná precese
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2.3. Gyroskopický efekt
U rotující konstrukce otá£ející se kolem osy rotace, na kterou dále p·sobí rota£ní pohyb
kolem osy kolmé k ose rotace (precesní pohyb), se objeví reak£ní moment. Tento moment
je nazýván gyroskopický moment. Jeho osa je kolmá o ob¥ma d°íve uvedeným osám. [3]
Vlivem gyroskopického momentu jsou vlastní úhlové frekvence závislé na otá£kách.
Pon¥vadº gyroskopický moment zmen²uje pr·hyb h°ídele, zp·sobí jeho zavedení do výpo£tu
zvý²ení hodnot kritické úhlové rychlosti [4]. Vliv gyroskopického efektu na první kritické
otá£ky je obvykle men²í neº 5%.
2.4. Tlumení
Tlumení je deﬁnováno jako schopnost systému redukovat svou vlastní dynamickou odezvu
díky disipaci energie.
Lze ho rozd¥lit na:
1. Vn¥j²í tlumení:
• Vzniká díky okolnímu prost°edí, ve kterém se rotor pohybuje. Nej£ast¥ji se
jedná o aerodynamický a hydrodynamický odpor a také odpor tlumi£· vloºe-
ných do soustavy.
• Vºdy stabilizuje rotor.1
2. Vnit°ní tlumení:
• Je vyvoláno deformací h°ídele a vnit°ními odpory materiálu (proto se n¥kdy
téº nazývá materiálové tlumení).
• Tlumí kmitání h°ídele pod kritickými otá£kami, zatímco nad kritickými otá£kami
naopak kmitání h°ídele podporuje [1].
2.5. Kritické otá£ky
Jde o provozní otá£ky, kdy se vlastní frekvence Ω rovná otá£kám ω. P°i dosaºení tohoto
stavu dochází k výraznému nár·stu výchylky h°ídele (teoreticky aº nade v²echny meze).
Tento stav je velmi nebezpe£ný, nebo´ m·ºe dojít k vymezení v·le mezi statorem a rotorem
a následnému po²kození stroje.
P°i dostate£n¥ velkém zrychlení otá£ení p°i p°echázení kritických otá£ek rotor nestihne
dosáhnout tak velkých výchylek, jako v ustáleném stavu. Rotor se dostane do oblasti nad
kritické otá£ky, kde jsou výchylky h°ídele malé.
V souvislosti s kritickými otá£kami rozd¥lujeme rotory na:
• Podkritické rotory - niº²í provozní otá£ky neº kritické
• Nadkritické rotory - vy²²í provozní otá£ky neº kritické
Kritické otá£ky je moºné ur£it pomocí Campbellova diagramu, viz sekce 2.6.
1Je-li v²ak vn¥j²í tlumení velmi malé, m·ºe nastat p°ípad, ºe v oblasti nad kritickými otá£kami
p°evy²uje labilizující vliv vnit°ního tlumení stabilizující vliv vn¥j²ího tlumení a kmitání h°ídele, místo
aby se zmen²ovalo, se zv¥t²uje. [1]
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2.6. Campbell·v diagram
Slouºí ke graﬁckému vyjád°ení závislosti vlastní frekvence Ω na otá£kách h°ídele ω. Ob-
vykle slouºí k ur£ování kritických otá£ek rotorového systému.
Zobrazení Campbellova diagramu
Rozli²ujeme t°i p°ípady s ohledem na gyroskopické ú£inky a symetri£nost uloºení h°ídele:
1. Bez gyroskopických ú£ink·, symetrické uloºení h°ídele
2. S gyroskopickými ú£inky, symetrické uloºení h°ídele














Obrázek 2: Zobrazení Campbellova diagramu [5]
P°íklad Campbellova diagramu z programu Ansys pro rotující, prost¥ podep°ený prut
zobrazen na obr.3
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Obrázek 3: Campbell·v digram[3]
2.7. Dráha krouºení
My²lené body nebo nody soust°ed¥né na ose otá£ení rotoru tvo°í p°i jeho rotaci k°ivkovou
trajektorii - dráhu krouºení. Trajektorie m·ºe být kruhová nebo eliptická. Loºiska se stej-
nou tuhostí v horizontálním a vertikálním sm¥ru tvo°í kruhovou trajektorii. P°i odli²ných
tuhostech v obou sm¥rech je trajektorie eliptická.
Obrázek 4: Dráha krouºení [3]
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3. Modelování a analýza rotoru
Tato kapitola popisuje metody a techniky pouºité k tvorb¥ matematického modelu rotoru.
Pro diskretizaci modelu je aplikována metoda kone£ných prvk·. Princip této metody
bude ukázán na jednoduché rotorové soustav¥: h°ídel s jedním kotou£em, viz obr. (5).
Obrázek 5: Rotorová soustava
3.1. Metoda kone£ných prvk·
Jedná se o v dne²ní dob¥ velmi roz²í°enou metodu pro tvorbu model·. P°esnost výsledk·
je závislá na po£tu pouºitých element· pro daný problém. Ne vºdy je v²ak nutné pou-
ºívat tolik prvk·, kolik jen lze. Pro nalezení prvních dvou vlastních frekvencí nosníku je
dostate£né pouºít dva aº £ty°i elementy. Vy²²í po£et element· je pot°eba p°i kompliko-
van¥j²ích tvarech nosníku nebo pro nalezení tvar· kmitání nosníku.
Model h°ídele je rozd¥len na n¥kolik element· kone£né délky. Kaºdý element má dva
uzly (nody). Element je reprezentován maticí (v této práci jsou pouºity matice o velikosti
8× 8). Do p°íslu²ných uzl· jsou pak vloºeny matice pro disk nebo loºiska.
3.1.1. Prutové elementy
Nejjednodu²²í prutová teorie je známá jako Euler-Bernoulliho teorie. Euler-Bernoulliho
prut má centrální osu podélnou s osou x, pr·°ez, moment setrva£nosti pr·°ezu a Young·v
modul. P°i zatíºení ohybovým momentem, smykovou silou a axiální silou jsou výsledné
posuvy u(x) a w(x) ve sm¥ru x a z. Velmi d·leºitý p°edpoklad pro tuto teorii je, ºe rovinný
pr·°ez kolmý k centrální ose p°ed deformací, z·stane rovinný a kolmý i po deformaci [8].
Eutler-Bernoulliho prut je ukázán na obr. (6).
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Obrázek 6: Euler-Bernoulliho prut [11]
Kolmost pr·°ez· na osu znamená, ºe θ1 a θ2 je rovna ϕ1 a ϕ2. Rovnice pr·hybu m·ºe být
derivována za p°edpokladu, ºe θ = ϕ a ϕ = dw
dx






P°edpoklad o kolmosti pr·°ezu znamená ºe smykové p°etvo°ení je nulové, coº by zname-
nalo, ºe smykové nap¥tí a smyková síla je nulová. Stav, kdy smyková síla bude nulová,
nastane, kdyº prut bude zat¥ºován konstantním ohybovým momentem. Euler-Bernouliho
teorie se proto striktn¥ drºí tohoto p°ípadu. Podle [11] je tato teorie pouºitelná i pro jiné
zát¥ºné stavy, ale pouze pro dlouhé ²tíhlé pruty, kdy chyby vzniklé v posuvech ignorováním
smyku jsou °ádu H/L2, kde H je hloubka prutu a L jeho délka.
Pokud je prut relativn¥ krátký, m·ºe být efekt smyku významný [10]. Teorie, která
bere tento efekt v potaz je nazývána jako Timoshenkova prutová teorie. Hlavní rozdíl
oproti p°edchozí teorii je, ºe p°edpoklad kolmosti pr·°ezu k neutrální ose je vypu²t¥n,
aby pr·°ez mohl být vystaven smykovému p°etvo°ení γ. Pr·°ez z·stává stále rovinný,
ale je nato£ený o hodnotu θ, rovnající se rotaci okolo neutrální osy ϕ mínus smykové








Obrázek 7: Timoshenk·v prut [11]
Nato£ení pr·°ezu je tedy dáno vztahem
θ = ϕ− γ (4)
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Timoshenkovu teorii je moºné pouºít k vytvo°ení prutového prvku s uvaºováním smyku
pro analýzu metodou kone£ných prvk·. V této práci jsou pouºity matrice element· podle
[6]
3.1.2. Matice h°ídelového elementu
Matice h°ídelového elementu jsou uvedeny v (A.2). Celková matrice hmotnosti elementu
Me vznikne sou£tem transla£ní matice hmotnosti MeT s rota£ní maticí hmotnosti M
e
R.
Dále jsou uvedeny matice tuhosti a matice gyroskopických ú£ink·.
3.1.3. Matice tuhého disku
Matice tuhého disku jsou uvedeny v (A.1). Tyto matice jsou velikosti 4× 4, nebo´ repre-
zentují pouze jeden uzel. Matice hmotnosti disku Md vznikne op¥t sou£tem transla£ní a
rota£ní matice hmotnosti disku.
3.1.4. Matice loºiska
Matice jsou uvedeny v (A.3). Jsou op¥t velikosti 4 × 4 a jsou umíst¥ny do daného uzlu
jako matice tuhosti a tlumení.
3.2. Sestavení modelu
H°ídel je rozd¥lena na n¥kolik element·. Kaºdý element má dva uzly. V uzlech se elementy
spojují k sob¥. Kaºdá matice elementu h°ídele reprezentuje jeden element. Globální ma-
tice h°ídele je sestavena z jednotlivým matic. Tyto matice se p°ekrývají v míst¥ uzlu
spole£ného dv¥ma sousedním element·m viz obr. (8). Z obrázku je vid¥t, jak t°i elementy
(eI, eII, eIII), reprezentované t°emi maticemi, tvo°í globální matici. V míst¥ spojení
prvního a druhého elementu je druhý uzel prvního elementu n12 vázán na první uzel n21
druhého elementu. Tento postup je opakován pro v²echny elementy h°ídele. V globální
matici na obrázku je toto místo zvýrazn¥no ²edou barvou.
Velikost globální matice souvisí s po£tem element· pouºitých pro diskretizaci. Matice
h°ídele tvo°eného t°emi elementy bude mít velikost 16× 16.
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Obrázek 8: Sestavení globální matice h°ídele
3.2.1. Disk
Jednoduchý zp·sob, jak p°idat disk do globální matice, je zahrnout hmotnost a setrva£nost
jako nodální vlastnost (4× 4matice) .
P°íslu²ná matice disku je umíst¥na do uzlu, ve kterém se nachází disk, jak je ukázáno
na obr. (9). V tomto p°ípad¥ je disk umíst¥n ve t°etím uzlu. Mod°e vy²rafovaná oblast
ozna£uje jeho umíst¥ní v globální matici.
Vloºení matice disku lze provést nap°íklad tak, ºe matici disku roz²í°íme nulami na
°ád globální matice, p°i£emº z·stane zachována poloha matice disku. Ke globální matici





Obrázek 9: Sestavení globální matice s diskem
3.2.2. Loºiska
Rotor je uloºený v loºiscích, která jsou schopná malého nato£ení kolem os x a y jako na
obr. (10). Pokud je uloºení povaºováno za velmi tuhé, není rotor schopen pohybu ve sm¥ru
os x a y v p°íslu²ném uzlu. Proto musí být p°íslu²né °ádky a sloupce v matici nahrazeny
nulami, viz obr. (11). ervenými £arami jsou vyzna£eny °ádky a sloupce s nulami.
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Obrázek 11: Okrajové podmínky
Pokud je systém uloºen na podporách typu pruºina-tlumi£ (obr. (10)), hodnoty vlast-
ních frekvencí se sníºí, v závislosti na tuhosti systému pruºina-tlumi£. Do globální matice
tuhosti a tlumení jsou na p°íslu²ná místa vloºeny matice tuhosti a tlumení loºiska podle
stejného principu jako u disku.
3.3. Problém vlastních hodnot
Pohybová rovnice pro silov¥ nezatíºenou soustavu m·ºe být popsána jako
[M]x¨+ [C] x˙+ [K]x = 0 (7)
kde M je matice hmotnosti, C matice tlumení, která m·ºe být nahrazena D = C+ ωG,
kde matice G je matice gyroskopických ú£ink·, K je matice tuhosti a x˙, x˙, x jsou vektory
zrychlení, rychlosti a posuvu. Podle [6] je rovnice (7) zapsaná ve form¥ stavového vektoru
prvního °ádu
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Rovnice (7) a rovnice (8) mají °e²ení ve stejném tvaru [7], tedy
{h} = {H} eλt kde λ = α± iω (9)










p°evádí rovnici (8) na následující. {
h˙
}
+ [A] {h} = 0 (11)
Dosazením rovnice (9) do rovnice (11) a pod¥lením eλt vznikne následující komplexní
problém vlastních hodnot.
[A+ Iλ] {H} = {0} (12)
Zde I je jednotková matice. Pro v²eobecné modely s mnoha stupni volnosti mohou být
vlastní £ísla λ a vlastní vektory {H} komplexní £ísla. To je rozdíl oproti reálným vlastním
£ísl·m a vektor·m pro netlumený systém. [7]
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4. Výpo£et kritických otá£ek v programu Matlab
V této kapitole bude podrobn¥ji popsán program pro vykreslení Campbellova diagramu a
kritických otá£ek rotoru s jedním diskem, vytvo°ený v programu Matlab. Tento program je
rozd¥len do n¥kolika £ástí. Hlavní £ást tvo°í skript rotor1disk.m, na který se pak nabalují









Obrázek 12: schéma programu
Skript intersections.m je p°evzat z [12] a jeho funkce bude popsána níºe.
4.1. Skript rotor1disk.m
Tento skript slouºí k zadání vstupních veli£in a také deﬁnuje uzly, elementy a materiál.
První £ást skriptu slouºí k zadání geometrických a materiálových parametr· a k zadání
rozsahu otá£ek pro které bude provedena analýza.
clear
%vstupni hodnoty pro vypocet
L = 1.2; %delka hridele
rho = 7850; %hustota
E = 210e9; %modul pruznosi
h = 0.025; %tloustka disku
dh = 0.05; %prumer hridele
dd = 1; %prumer disku
R = dd/2;
md = rho*(pi*dd2)/4*h; %hmotnost disku
Id = md*R2/2; %moment setrvacnosti prurezu
Ip = md*R2; %polarni moment setrvacnosti
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otacky = 0.1:1:210; %otacky v rad/s
V druhé £ásti jsou parametry slouºící k deﬁnici uzl·, element·, disk· a loºisek a
k p°i°azení geometrických a materiálových parametr·. Tyto parametry jsou uloºeny do
struktury rotor a poté na£ítány p°íslu²nými funkcemi.
rotor.uzly = [1,0;2,L/3;3,L/3*2;4,L]; %definice uzlu
rotor.elementy = [1 1 2 dh rho E; %definice elementu hridele
2 2 3 dh rho E;
3 3 4 dh rho E];
rotor.disk = [2 3 md Id Ip]; %definice disku
rotor.lozisko = [1 1 kxx kxy kyx kyy cxx cxy cyx cyy; %definice
2 4 kxx kxy kyx kyy cxx cxy cyx cyy]; %lozisek
4.1.1. Struktura rotor
Struktura pro deﬁnici uzl·:
rotor.uzly =
[
cˇ. uzlu, pozice uzlu, cˇ. uzlu, pozice uzlu, . . .
]
Struktura pro deﬁnici element·:
rotor.elementy =
cˇ. elementu, pocˇa´tecˇnı´ uzel, koncovy´ uzel, Øhrˇı´dele, ρ, Ecˇ. elementu, pocˇa´tecˇnı´ uzel, koncovy´ uzel, Øhrˇı´dele, ρ, E
...

Struktura pro deﬁnici disku:
rotor.disk =
[
cˇ. disku, cˇ. uzlu disku, hmotnost disku, Id, Ip
]
Struktura pro deﬁnici loºisek:
rotor.lozisko =[
cˇ. lozˇiska, cˇ. uzlu lozˇiska, kxx, kxy, kyx, kyy, cxx, cxy, cyx, cyy
cˇ. lozˇiska, cˇ. uzlu lozˇiska, kxx, kxy, kyx, kyy, cxx, cxy, cyx, cyy
]
V poslední £ásti jsou volány funkce pro výpo£et vlastních £ísel vl_cisla a pro vykres-
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4.2. Funkce vl_cisla.m
Vstupní hodnoty do této funkce jsou data ze struktury rotor a vektor otacky. Výstupem je
matice komplexních £ísel, hodnoty sloupc· jsou vzestupn¥ se°azeny. Tyto hodnoty slouºí
pro tvorbu Campbellova diagramu.
function [vlastnicisla] = vl_cisla(rotor,otacky)
definice_uzlu = rotor.uzly;









% vypocet vlastnich cisel
for i = 1:pocet_otacek
[Cl,Kl] = loziska(rotor,otacky(i));
M = M0;
K = K0 + Kl;
C = Cl + otacky(i)*C0;







Výstupem této funkce jsou matice tlumení a tuhosti loºiska umíst¥ná na p°íslu²ná místa
nulových matic o rozm¥ru globální matice soustavy.
function [Cl,Kl] = loziska(rotor,otacky)
definice_uzlu = rotor.uzly;
definice_loziska = rotor.lozisko;
% pocet stupnu volnosti DOF a vstupni nulove matice
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% pro kazde lozisko zadani koeficientu tlumeni a tuhosti
for i = 1:pocet_lozisek
Kl1 = zeros(4,4);
Cl1 = zeros(4,4);
Kl1(1:2,1:2) = [definice_loziska(i,3:4); definice_loziska(i,5:6)];
Cl1(1:2,1:2) = [definice_loziska(i,7:8); definice_loziska(i,9:10)];
cislo_uzlu = definice_loziska(i,2);
dof = (4*cislo_uzlu-3):4*cislo_uzlu;
Kl(dof,dof) = Kl(dof,dof) + Kl1;
Cl(dof,dof) = Cl(dof,dof) + Cl1;
end
4.4. Funkce model_rotoru.m
Funkce sestavuje globální matice h°ídele a na p°íslu²né místo vloºí matici disku. Volána
funkce hridel_prvky.













for i = 1:pocet_hridel_prvku
n1 = definice_elementu(i,2);
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n2 = definice_elementu(i,3);
dof = [4*n1-3:4*n1 4*n2-3:4*n2];






M0(dof,dof) = M0(dof,dof) + Me;
C0(dof,dof) = C0(dof,dof) + Ge;
K0(dof,dof) = K0(dof,dof) + KAe;
end
% pridani disku






M0(dof,dof) = M0(dof,dof) + diag( [Mdisk Mdisk Id Id] );
dof1 = 4*n1 - 1;
C0(dof1,dof1+1) = C0(dof1,dof1+1) + Ip;
C0(dof1+1,dof1) = C0(dof1+1,dof1) - Ip;
end
4.5. Funkce hridel_pvky.m
Tento skript slouºí k sestavení matic element· uvedených v p°íloze (A)
function [Me,Ge,KAe] = hridel_prvky(L,vnejsi_prumer,E,rho)
mom_setrv = (1/64)*pi*(vnejsi_prumer4);
S = 0.25*pi*(vnejsi_prumer2);
% matice tuhosti elementu
KAe = [12 0 0 6*L -12 0 0 6*L;
0 12 -6*L 0 0 -12 -6*L 0;
0 -6*L 4*L2 0 0 6*L 2*L2 0;
6*L 0 0 4*L2 -6*L 0 0 2*L2;
-12 0 0 -6*L 12 0 0 -6*L;
0 -12 6*L 0 0 12 6*L 0;
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0 -6*L 2*L2 0 0 6*L 4*L2 0;
6*L 0 0 2*L2 -6*L 0 0 4*L2];
KAe = E*mom_setrv*KAe/L3;
% translacni matice hmotnosti elementu
MTe = [156 0 0 22*L 54 0 0 -13*L;
0 156 -22*L 0 0 54 13*L 0;
0 -22*L 4*L2 0 0 -13*L -3*L2 0;
22*L 0 0 4*L2 13*L 0 0 -3*L2;
54 0 0 13*L 156 0 0 -22*L;
0 54 -13*L 0 0 156 22*L 0;
0 13*L -3*L2 0 0 22*L 4*L2 0;
-13*L 0 0 -3*L2 -22*L 0 0 4*L2];
MTe = rho*S*L*MTe/840;
% rotacni matice hmotnosti
MRe = [36 0 0 3*L -36 0 0 3*L;
0 36 -3*L 0 0 -36 -3*L 0;
0 -3*L 4*L2 0 0 3*L -L2 0;
3*L 0 0 4*L2 -3*L 0 0 -L2;
-36 0 0 -3*L 36 0 0 -3*L;
0 -36 3*L 0 0 36 3*L 0;
0 -3*L -L2 0 0 3*L 4*L2 0;
3*L 0 0 -L2 -3*L 0 0 4*L2];
MRe = rho*mom_setrv*MRe/30*L;
Me = MTe + MRe;
% matice gyroskopickych ucinku
Ge = [0 -36 3*L 0 0 36 3*L 0;
36 0 0 3*L -36 0 0 3*L;
-3*L 0 0 -4*L2 3*L 0 0 L2;
0 -3*L 4*L2 0 0 3*L -L2 0;
0 36 -3*L 0 0 -36 -3*L 0;
-36 0 0 -3*L 36 0 0 -3*L;
-3*L 0 0 L2 3*L 0 0 -4*L2;
0 -3*L -L2 0 0 3*L 4*L2 0];
Ge = - rho*mom_setrv*Ge/15*L2;
4.6. Funkce plcamp.m
Funkce slouºí k vykreslení Campbellova diagramu a náb¥hové p°ímky.
function [] = plcamp(otacky,vlastnicisla,k)
global krit_ot;
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axis([0 maximalni_otacky 0 maximalni_vl_frekvence]);
xlabel('Otacky [1/min]')
ylabel('Frekvence [Hz]')
Pr·nikem náb¥hové p°ímky s k°ivkami Campbellova diagramu a jejich pr·m¥tem na
osu otá£ek dostaneme kritické otá£ky. Pr·nik k°ivek s p°ímkou je zji²t¥n pomocí funkce
intersections.m, která je dostupná z [12] a skript je uveden v p°íloze (C).
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5. Dynamika rotoru v systému ANSYS
ANSYS je velmi rozsáhle pouºívaný softwarový nástroj pro simulace metodou kone£ných
prvk·. Pouºívá se pro °e²ení mnoha r·zných problém· v inºenýrské praxi. Tato kapitola
je zam¥°ena na pouºití systému ANSYS p°i °e²ení problematiky rotorových soustav.
5.1. Pouºité prvky
Prvky vhodné pro rotující £ásti musí podporovat gyroskopický efekt. Jejich seznam podle
[3] je v následující tabulce. Pro loºisko jsou ur£eny prvky COMBIN14, MATRIX27,
COMBI214 nebo MPC184.
Tabulka 1: Seznam prvk· podporujících gyroskopický efekt
MASS21 BEAM188 SOLID185 SHELL181 PIPE288





Obrázek 13: Prvek BEAM188 [3]
Prostorový prvek se dv¥ma uzly I a J (voliteln¥ lze pouºít t°etí uzel K k orientaci prvku).
Má 6 stup¬· volnosti2 v kaºdém uzlu, posuvy ve sm¥ru x, y, z a rotace kolem t¥chto os.
[3]
2Stupn¥ volnosti mohou být ozna£ovány zkratkou DOF (z angli£tiny: degree of freedom).
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5.1.2. MASS21
Obrázek 14: Prvek MASS21 [3]
Tento prvek je deﬁnován jako jeden uzel, ve kterém jsou soust°ed¥ny sloºky hmotnosti ve
sm¥ru sou°adného systému prvku a setrva£nosti okolo t¥chto os. Má ²est stup¬· volnosti.
Prvek slouºí k dikretizaci disku.
5.1.3. COMBI214
Obrázek 15: Prvek COMBI214 [3]
Jedná se o rovinný prvek charakterizovaný aº t°emi uzly I, J, K, p°i£emº uzel K je
orienta£ní uzel a pouºívá se p°i nelineárních analýzách.
Prvek slouºí pro modelování uloºení v loºisku pomocí koeﬁcient· tlumení a tuhosti.
Sám nemá ºádnou hmotnost, tu je p°ípadn¥ nutno dodat pomocí elementu MASS21.
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5.1.4. COMBIN14
Obrázek 16: Prvek COMBIN14 [3]
Tento prvek je aplikovatelný jako podélný nebo torzní element typu pruºina-tlumi£, jako
1-D, 2-D nebo 3-D. Pouºití podélného elementu pruºina-tlumi£ je moºné jako jednoosý
tah-tlak element, který m·ºe mít aº t°i stupn¥ volnosti v kaºdém uzlu.
5.2. Sou°adnicové systémy
P°i °e²ení úloh s rotujícími strukturami je pot°eba zvolit odpovídající sou°adný systém,
ve kterém bude analýza probíhat. Podle zvoleného systému se v pohybových rovnicích
vyskytují dal²í podmínky.
Existují dva typy sou°adnicových systém·. Pevný sou°adnicový systém a rotující
sou°adnicový systém. V této práci byl zvolen pevný sou°adnicový systém.
5.2.1. Pohybová rovnice pro pevný sou°adnicový systém
Sou°adnice analyzovaného systému jsou p°i°azeny ke globální soustav¥ sou°adnic, která je
pevná. V takovémto p°ípad¥ jsou gyroskopické momenty v d·sledku rotace uzl· sou£ástí
matice tlumení a pohybová rovnice bude mít tvar [3].
[M ] {u¨}+ ([C] + [Cgyro]) {u˙}+ ([B] + [K]) {u} = {f} (13)
Kde Cgyro je matice gyroskopických moment· a B je rota£ní matice tlumení.
5.2.2. Pohybová rovnice pro rotující sou°adnicový systém
P°i pouºití rotujícího sou°adnicového systému se tento otá£í spolu s rotující strukturou.
Coriolisovi £leny jsou v pohybové rovnici pouºity pro popis rychlosti otá£ení a zrychlení,
rovnice je potom modiﬁkována takto [3].
[M ] {u¨}+ ([C] + [Ccori]) {u˙}+ ([K]− [Kspin]) {u} = {f} (14)
Kde Ccori je coriolisova matice a Kspin je matice zm¥k£ení za rotace.
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5.2.3. Pevný vs. rotující sou°adnicový systém
V následující tabulce je stru£né srovnání obou sou°adnicových systému, jak je prezentuje
[3].








relevantní pro výpo£et kritických
otá£ek
Struktura musí být
axisymetrická kolem osy otá£ení
Struktura nemusí být
axisymetrická kolem osy otá£ení




Rotující struktura musí být
jediná £ást analyzovaného
modelu
Je moºné mít více rota£ních
struktur, otá£ejících se okolo
r·zných os r·znými rychlostmi
Je moºné mít pouze jednu
rotující strukturu
5.3. e²i£e a nastavení °e²ení (solution controls)
Pro °e²ení tlumeného systému je nutné pouºít bu¤ °e²i£ QR Damped nebo Damped.
5.3.1. QR Damped metoda
Princip je v p°ibliºném zobrazení n¥kolika komplexních tlumených vlastních hodnot pou-
ºitím malého po£tu vlastních vektor· netlumeného systému. Tato metoda dává dobré vý-
sledky pro málo tlumenou soustavu. Vhodná i pro nesymetrické matice K a C. QR Damp
°e²i£ je v porovnání s °e²i£em Damped výpo£etn¥ efektivn¥j²í. Metoda vyuºívá trans-
formaci modálních ortogonálních sou°adnic matic systému k redukci problému vlastních
hodnot do modálního subprostoru. QR algoritmus je poté pouºit pro výpo£et vlastních
hodnot jako výsledek kvadratického problému vlastních hodnot v modálním subprostoru.
[3]
5.3.2. Damped metoda
Tato metoda je aplikovatelná pouze v p°ípad¥, ºe je do systému zahrnuta matice tlumení.
Pouºívá plné matice tuhosti, hmotnosti a tlumení a je proto £asov¥ náro£n¥j²í. Tuto
metodu je nutné pouºít v p°ípad¥, ºe tlumení v soustav¥ hraje významnou roli.
5.3.3. Modální analýza bez rotace
Z této analýzy je moºné získat vlastní frekvence rotoru bez otá£ení. Jelikoº není uvaºována
rotace rotoru, nemá smysl uvaºovat gyroskopický efekt. Pro získání vlastních tvar· je
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pouºit °e²i£ Block Lanczos (LANB). Následující výsek kódu z makra ukazuje nastavení
modální analýzy [3].
/SOLU
ANTYPE,MODAL !Typ analýzy - modální




5.3.4. Campbellova analýza a kritické otá£ky
Tato analýza umoº¬uje extrahovat vlastní frekvence rotujícího systému pro r·zné rozsahy
opera£ních otá£ek. Gyroskopický efekt je p°idán do analýzy pomocí p°íkazu CORIOLIS.
Pro °e²ení modální analýzy s uvaºování gyroskopického efektu je nutné pouºít QRDAMP
nebo DAMP °e²i£. Ve vý¬atku z makra je ukázáno nastavení QR °e²i£e.
/SOLU
ANTYPE,MODAL !Typ analýzy - modální
MODOPT,QRDAMP,5,ON !Metoda °e²ení QRDAMP
MXPAND,5
CORIOLIS,ON,ON !Coriolis·v efekt







P°i analýze dynamiky rotor·, jsou v post-processingu £asto pouºívány následující p°íkazy.
Tabulka 3: P°íkazy post-processingu
ANHAM
Animace výsledk· £asov¥-harmonické
analýzy nebo komplexních vlastních
tvar·
PLCAMP Campbell·v diagram
PLORB Zobrazení orbitálního pohybu
PRCAMP Data Campbellova diagramu
PRORB Data orbitálního pohybu
5.5. Tvorba jednoduchého modelu
Pro veriﬁkaci výsledk· rotorové soustavy zmi¬ované v kapitole 3, byl vytvo°en stejný
model s pouºitím systému ANSYS s následujícími parametry:
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• délka h°ídele, l = 1, 2m
• pr·m¥r h°ídele, d = 0, 05m
• Young·v modul, E = 2, 1 · 1011 N/m2
• Poissonovo £íslo, µ = 0, 3
• hustota, ρ = 7850 kg/m3
• koeﬁcienty tuhosti, kxx = 8·107 N/mm, kxy = −1·107 N/mm, kyx = −6·107 N/mm, kyy =
1 · 108 N/mm
• koeﬁcienty tlumení, cxx = 8·103 Ns/mm, cxy = −3·103 Ns/mm, cyx = 2·103 Ns/mm, cyy =
1, 2 · 104 Ns/mm
5.5.1. Postup tvorby modelu
V prvních krocích tvorby modelu je deﬁnován model materiálu (E, µ, ρ). Dále následuje
volba typ· prvk·, jejich nastavení a deﬁnování reálných konstant, viz tab. (4).
Tabulka 4: Nastavení prvk· a reálné konstanty
prvek keyoption reálná konstanta
BEAM188
(3) - tvarová funkce po délce - 3
- cubic pr·°ez - sectype - csolid
MASS21 - hmotnost disku, momenty setrva£nosti
COMBI214
(2) - volba stup¬· volnosti - 2 -
UX a UZ
(3) - symetrie - 1 - nesymetrický
element
koeﬁcienty tlumení a tuhosti
H°ídel je vytvo°ena ze £ty° uzl·, které jsou spojeny elementy BEAM188 s deﬁnovaným
pr·°ezem. Ve t°etím uzlu je deﬁnován element MASS21 reprezentující disk.
Pro prvek COMBI je zapot°ebí dod¥lat je²t¥ dva uzly u kaºdého uzlu, kde je umíst¥no
loºisko. Tyto uzly odpovídají uzl·m I a K z obrázku (15). Zavazbení bylo provedeno
jednak v t¥chto £ty°ech uzlech, kde bylo zamezeny v²echny stupn¥ volnosti a jednak uzly
na h°ídeli, kterým byl zamezen posuv v axiálním sm¥ru a rotace kolem této osy, viz obr.
(17).
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Obrázek 17: Pouºití COMBI prvku a zavazbení
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6. Modelová rotorová soustava
Pro návrh metodiky výpo£tu kritických otá£ek byla zadána rotorová soustava podle ob-
rázku (18). Soustava se skládá z h°ídele a ²esti kotou£· (brzda, budi£, dva vyvaºovací
kotou£e, vinutí, turbína). Rotor je uloºen ve dvou kluzných loºiscích. Pruºina se zápor-


















































Obrázek 18: Modelová rotorová soustava
6.1. Diskretizace soustavy
H°ídel je rozd¥lena na dev¥t element· a deset uzl· (viz obr. (19)). Na rozdíl od vý²e


















































1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
I IXII III IV V V I V II V III
Obrázek 19: Diskretizace soustavy
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6.1.1. Diskretizace vinutí
Vinutí není tak jako disky p°ímo nasazeno na h°ídeli. Mezi ním a h°ídelí je mezera a ta
poru²uje axisymetrii. e²ením tohoto problému je nahrazení materiálu h°ídele v £ásti s
vinutím ﬁktivním materiálem, který má stejnou tuhost jako p·vodní h°ídel s vinutím.
Obrázek 20: Vinutí
V diskretizovaném modelu bude tedy £ást materiálu h°ídele mít ﬁktivní modul pru-
ºnosti p°epo£tený z tuhosti p·vodního uspo°ádání a bude tak moci tvo°it axisymetrický
celek. Hmotnost a momenty setrva£nosti vinutí budou zahrnuty v jednom uzlu, stejn¥
jako v p°ípad¥ disku.
6.1.2. P°epo£et ﬁktivního materiálu
Z p·vodního uspo°ádání vinutí je nejprve vypo£tena ohybová tuhost (OT ) podle násle-
dujících vztah·. Geometrie je zjednodu²ena zanedbáním drºák· vinutí.
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OT = EfIf (19)
















Pro sestavení globálních matic soustavy jsou pouºité matice prvk· z p°ílohy (A). Sestavení
matic probíhá stejn¥, jako je uvedeno v sekci (3). Velikost matic je v p°ípad¥ této modelové
soustavy 40×40. Pro ilustraci je na následujícím obrázku schematicky znázorn¥na globální
matice s barevn¥ zvýrazn¥nými místy, reprezentujícími disky (£erven¥) a loºiska (zelen¥).
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Obrázek 23: Globální matice soustavy
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7. Výpo£et kritických otá£ek modelové rotorové soustavy
Program pro výpo£et kritických otá£ek zmín¥ný v kapitole (4) je lehce modiﬁkovatelný
pro modelovou rotorovou soustavu. Pouhou zm¥nou vstupních dat a p°epsáním hodnot
ve struktu°e rotor lze snadno ze soustavy s jedním diskem ud¥lat vý²e zmín¥nou roto-
rovou soustavu. Od p°edchozího programu je tedy pouze rozdíl ve skriptu se vstupními
hodnotami. Tento skript s názvem rotorovka.m je uveden níºe.
7.1. Skript rotorovka.m
Skript lze op¥t rozd¥lit do n¥kolika £ástí. V první £ásti je pot°eba zadat délky a pr·m¥ry
element·, materiálové charakteristiky, geometrické charakteristiky disk·, koeﬁcienty tlu-
mení a tuhosti pro loºiska a rozsah otá£ek. Nov¥ také je pot°eba zadat data pro výpo£et
ﬁktivního materiálu a tuhosti pruºin magnetického tahu.
Druhá £ást obsahuje strukturu s daty, která je upravená pro danou soustavu.
T°etí £ást souºí k volání p°íkaz· pro výpo£et vlastních £ísel a vykreslení Campbellova


























h1 = 0.01; %tloustka disku
dd1 = 0.5;
R1 = dd1/2;
md1 = rho*h1*(pi*dd12)/4; %hmotnost disku
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Id1 = md1*R12/2; %moment setrvacnosti prurezu







































r1 = 0.7; %skutecne rozmery hridele a vinuti
r2 = 0.8;
r3 = 0.9;
ma = pi*h4*r12*rho; %skutecna hmotnost hridele
































rotor.elementy = [1 1 2 d1 rho E;
2 2 3 d2 rho E;
3 3 4 d3 rho E;
4 4 5 d4 rho E;
5 5 6 d5 rho Ef;
6 6 7 d6 rho Ef;
7 7 8 d7 rho E;
8 8 9 d8 rho E;
9 9 10 d9 rho E];
rotor.disk = [1 1 md1 Id1 Ip1;
2 3 md2 Id2 Ip2;
3 4 md3 Id3 Ip3;
4 6 md4 Id4 Ip4;
5 8 md5 Id5 Ip5;
6 10 md6 Id6 Ip6;];
rotor.lozisko = [1 2 kxxa kxya kyxa kyya cxxa cxya cyxa cyya;
2 6 kxx 0 0 kyy 0 0 0 0;
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8. Veriﬁkace rotorové soustavy
Pro veriﬁkaci navrºené metodiky je v ANSYSu vytvo°en model stejné rotorové soustavy
a je provedena analýza se stejnými zadanými parametry.
8.1. Tvorba modelu
P°i tvorb¥ modelu byl dodrºen stejný postup, který je popsán v kapitole (5). Jsou také
pouºity stejné elementy a jejich nastavení. Na obrázku (24) je zobrazen model s vazbami.
Pro simulaci magnetického tahu byl pouºit op¥t prvek COMBI214, kterému jsou p°i°azeny
pouze tuhosti ve sm¥ru os, v²echny ostatní hodnoty jsou nulové. Makro pro výpo£et je v
p°íloze (D).
Obrázek 24: Model rotorové soustavy s vazbami
Na dal²ím obrázku je vid¥t umíst¥ní prvk· MASS21 na p°íslu²ná místa disk·.
Pro nahrazení vinutí je stejn¥ jako u modelu vytvo°eném v Matlabu pouºit ﬁktivní
materiál, jak je bylo zmín¥no d°íve. Na obr. (26) je zobrazen tento ﬁktivní materiál
ﬁalovou barvou.
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Obrázek 25: Umíst¥ní MASS prvk·
Obrázek 26: Pouºití ﬁktivního materiálu
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9. Výsledky
Jak pro soustavu s jedním diskem tak pro modelovou rotorovou soustavu jsou po zadání
shodných vstupních údaj· vykresleny Campbellovy diagramy a zji²t¥ny kritické otá£ky.
Výsledky jsou porovnány z diagramy a kritickými otá£kami získanými z Ansysu. Pro lep²í
srovnání jsou výsledky z Ansysu prezentovány jak s vyuºitím °e²i£e QR Damp, tak °e²i£e
Damp.
9.1. Rotor s jedním diskem
Vstupní údaje pro rotor s jedním diskem (obr. (5)) jsou shodné s údaji uvedenými v
kapitole (5.5). Na následujících obrázcích jsou Campbellovi diagramy, v tabulce (5) potom
kritické otá£ky.
Campbell·v diagram jako výstup z programu v Matlabu.
Obrázek 27: Campbell·v diagram - Matlab
Campbell·v diagram z programu Ansys, pouºitý °e²i£ Damp.
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Obrázek 28: Campbell·v diagram - Ansys - Damp °e²i£
Campbell·v diagram z programu Ansys, pouºitý °e²i£ QR Damp.
Obrázek 29: Campbell·v diagram - Ansys - QR Damp °e²i£
Porovnání hodnot kritických otá£ek v²ech t°í uvedených metod °e²ení.
52
Bc. Jan Sedlá£ek DIPLOMOVÁ PRÁCE
Tabulka 5: Kritické otá£ky rotoru s jedním diskem [min−1]
Matlab Damp QR Damp
763, 5 796.7 889, 5
1187, 7 1065, 2 1132, 3
1542, 1 1569, 2 1707, 8
9.2. Modelová rotorová soustava
Pro porovnání výsledk· modelové rotorové soustavy (viz obr. (18)) byly pouºity dv¥ sady
vstupních údaj·. Nejprve bez tlumení v loºiscích a poté s tlumením.
Geometrické a materiálové charakteristiky jsou v následující tabulce.
Tabulka 6: Geometrické a materiálové charakteristiky
element délka [m] pr·m¥r [m]
1 0, 2 0, 25
2 0, 2 0, 25
3 0, 6 0, 35
4 0, 4 0, 45
5 0, 5 0, 55
6 0, 5 0, 55
7 0, 4 0, 45
8 0, 2 0, 25
9 0, 2 0, 25
disk tlo²´ka [m] pr·m¥r [m]
brzda 0, 01 0, 5
budicˇ 0, 02 0, 6
vyvazˇovacı´ kotoucˇ 1 0, 03 0, 8
vinut´ı 1 0, 85; 0, 75
vyvazˇovacı´ kotoucˇ 2 0, 03 0, 8
turbı´na 0, 025 0, 7
9.2.1. Soustava bez tlumení v loºiscích s magnetickým tahem
Pro tento p°ípad jsou voleny následující koeﬁcienty pro loºiska a magnetický tah:
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Tabulka 7: Koeﬁcienty loºiska bez tlumení
koeﬁcienty tuhosti [N/mm]
kxx 8 · 107
kxy 0
kyx 0
kyy 8 · 107
koeﬁcienty tuhosti magnetický tah [N/mm]
kxx −6 · 105






Na následujících obrázcích jsou zobrazeny Campbellovy diagramy pro p°ípad zane-
dbání tlumení v loºiscích a s uvaºováním magnetického tahu.
Campbell·v diagram z programu Matlab.
Obrázek 30: Campbell·v diagram - Matlab - bez tlumení, s magnetickým tahem
Tentýº diagram zobrazený s men²ím rozsahem frekven£ní osy.
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Obrázek 31: Campbell·v diagram - Matlab - bez tlumení, s mag. tahem - detail
Campbell·v diagram z programu Ansys, pouºitý °e²i£ Damp.
Obrázek 32: Campbell·v diagram - Ansys - bez tlumení, s mag. tahem - Damp °e²i£
Campbell·v diagram z programu Ansys, pouºitý °e²i£ QR Damp.
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Obrázek 33: Campbell·v diagram - Ansys - bez tlumení, s mag. tahem - QR Damp °e²i£
V tabulce jsou shrnuty kritické otá£ky pro soustavu bez tlumení v loºiscích s uvaºo-
váním magnetického tahu pro v²echny t°i vý²e uvedené metody.
Tabulka 8: Kritické otá£ky modelové rotorové soustavy bez tlumení, s mag. tahem [min−1]
Matlab Damp QR Damp
1609, 1 1603, 1 1603, 1
1609, 7 1603, 7 1603, 7
9.2.2. Soustava s tlumením v loºiscích s magnetickým tahem
Koeﬁcienty pro loºiska a magnetický tah:
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Tabulka 9: Koeﬁcienty loºiska s tlumením
koeﬁcienty tuhosti [N/mm]
kxx 8 · 107
kxy −1 · 107
kyx −3 · 107
kyy 2 · 107
koeﬁcienty tuhosti magnetický tah [N/mm]
kxx −6 · 105
kyy −6 · 105
koeﬁcienty tlumení [Ns/mm]
cxx 1 · 104
cxy −12 · 104
cyx 25 · 104
cyy 15 · 104
V tomto p°ípad¥ jsou vykresleny Campbellovy diagramy pro soustavu s uvaºováním
magnetického tahu, ale také pro soustavu s uvaºováním tlumení v loºiscích.
Výstup z programu Matlab.
Obrázek 34: Campbell·v diagram - Matlab - s tlumením, s mag. tahem
Detailní zobrazení diagramu z programu Matlab.
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Obrázek 35: Campbell·v diagram - Matlab - s tlumením, s mag. tahem - detail
Diagram z programu Ansys pro pouºitý °e²i£ Damp.
Obrázek 36: Campbell·v diagram - Ansys - s tlumením, s mag. tahem - Damp °e²i£
Diagram z programu Ansys pro pouºitý °e²i£ QR Damp.
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Obrázek 37: Campbell·v diagram - Ansys - s tlumením, s mag. tahem - QR Damp °e²i£
Tabulka výsledných hodnot kritických otá£ek.
Tabulka 10: Kritické otá£ky modelové rotorové soustavy s tlumením a mag.tahem [min−1]
Matlab Damp QR Damp
814, 3 813, 3 1552, 8
1417, 6 1413, 5 1651, 8
1640 1629, 3 X
9.2.3. Soustava s tlumením v loºiscích bez magnetického tahu
Koeﬁcienty pro loºiska jsou stejná jako v tabulce (9). Koeﬁcenty pro magnetický tah jsou
ale v tomto p°ípad¥ nulové.
Campbell·v diagram z programu Matlab.
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Obrázek 38: Campbell·v diagram - Matlab - s tlumením, bez magnetického tahu
Detail diagramu z programu Matlab.
Obrázek 39: Campbell·v diagram - Matlab - s tlumením, bez magnetického tahu - detail
Campbell·v diagram z programu Ansys, °e²i£ Damp.
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Obrázek 40: Campbell·v diagram - Ansys - s tlumením, bez magnetického tahu - Damp
°e²i£
Campbell·v diagram z programu Ansys, °e²i£ QR Damp.
Obrázek 41: Campbell·v diagram - Ansys - s tlumením, bez magnetického tahu - QR
Damp °e²i£
Tabulka hodnot kritických otá£ek.
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Tabulka 11: Kritické otá£ky modelové rotorové soustavy s tlumením, bez mag. tahu
[min−1]
Matlab Damp QR Damp
821, 2 820, 6 1552, 8
1421, 65 1417, 6 1651, 8
1640, 1 1629, 4 X
9.2.4. Kritické otá£ky a magnetický tah
Ovlivn¥ní kritických otá£ek magnetickým tahem je patrné z výsledk· v následující tabulce,
která shrnuje výsledky z Matlabu a Damp °e²i£e Ansysu. Vlivem magnetického tahu jsou
kritické otá£ky niº²í.
Tabulka 12: Kritické otá£ky a magnetický tah
bez magnetického tahu s magnetickým tahem
Matlab Ansys Matlab Ansys
821,2 820,6 814,3 813,3
1421,65 1417,6 1414,6 1413,5
1640,1 1629,4 1640 1629,3
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10. Záv¥r
Na jednoduchém modelu jednoho disku na h°ídeli je ukázáno sestavení kone£noprvkového
modelu o t°ech elementech. V Matlabu je napsán program, který z jednotlivých matic
tuhosti, hmotnosti, gyroskopických ú£ink· pro element sestaví globální matice soustavy
pro h°ídel, p°idá matice pro disk a pro loºiska. Takto sestavené globální matice soustavy
jsou vstupem pro výpo£et vlastních frekvencí soustavy a °e²ení problému vlastních hodnot.
Výstupem programu je vykreslený Campbell·v diagram, v£etn¥ náb¥hové p°ímky. Jsou
zji²t¥ny pr·se£íky náb¥hové p°ímky s k°ivkami Campbellova diagramu a kritické otá£ky.
V Ansysu je vytvo°en model se stejnými vstupními parametry a vykreslen Campbell·v
diagram pro stejný otá£kový rozsah. Jsou pouºity jak °e²i£ Damp, tak °e²i£ QR Damp.
Pro oba p°ípady jsou také získány kritické otá£ky.
Po ov¥°ení funk£nosti programu a postupu tvorby modelu v Ansysu je p°istoupeno k
tvorb¥ modelové rotorové soustavy, která sestává z h°ídele, n¥kolika disk·, vinutí a loºi-
sek. Pro zjednodu²ení tvorby kone£noprvkévého modelu je vinutí nahrazeno také diskem
(mass point), p°i£emº p°es ohybovou tuhost a skute£nou geometrii vinutí je vypo£ítán
ekvivalentní Young·v modul pruºnosti a p°i°azen element·m h°ídele v míst¥ vinutí. Díky
tomu bude model v tomto míst¥ stejn¥ tuhý, jako by tam vinutí bylo.
Program pro výpo£et v Matlabu je v zásad¥ stejný, li²í se pouze skript se vstupními
hodnotami. Postup tvorby modelu v Ansysu je taktéº stejný, jako v p°ípad¥ rotoru s
jedním diskem. Jediný rozdíl je v zavedení magnetického tahu. Toto je v obou p°ípadech
realizováno p°idáním loºiskového elementu, který má ov²em deﬁnovanou pouze zápornou
tuhost a v²echny ostatní £leny matic loºisek jsou nulové.
Pro zhodnocení výsledk· jsou ur£ující hodnoty °e²i£e Damp, který je podle [3] vhodný
i pro p°ípady s velkým tlumením. Oproti tomu QR Damp °e²i£ je sice více efektivní,
protoºe °e²í redukovanou soustavu rovnic, ale pro velké hodnoty tlumení nemusí dávat
adekvátní výsledky. Stejné omezení platí pro program z Matlabu.
Kritérium chyby pro hodnocení je stanoveno následovn¥: sleduje se kolik procent z
otá£kového rozsahu tvo°í nejv¥t²í rozdíl kritických otá£ek dvou porovnávaných °e²i£·.
V p°ípad¥ rotoru s jedním diskem jsou výsledky mezi QR Damp °e²i£em a Matlabem
na daném otá£kovém rozsahu s chybou 6 %, coº je akceptovatelný výsledek. Damp °e²i£
a Matlab má 8, 25 % . Mezi ob¥ma Ansysovskými °e²i£i je to 6, 9 %.
Nejlep²í shoda výsledk· je dosaºena v p°ípad¥ modelové rotorové soustavy bez tlumení
a s magnetickým tahem, kdy v²echny t°i metody dávají schodné výsledky pouze s velmi
malou odchylkou. Mezi Matlabem a ob¥ma °e²i£i Ansysu je chyba pouze 0, 3 %.
V p°ípad¥ soustavy s tlumením a s uvaºováním magnetického tahu je dosaºeno dobré
shody výsledk· z Matlabu a Damp °e²i£e (chyba 0, 5%). QR Damp °e²i£ v tomto p°ípad¥
selhává, první kritické otá£ky jsou tém¥° jednou tak vysoké a v Campbellov¥ diagramu
chybí jeden mod a proto jsou kritické otá£ky v daném otá£kovém rozsahu pouze dvoje.
Výpo£et chyby není proveden, nem¥l by ani ºádnou vypovídající hodnotu.
Pro soustavu s tlumením a bez uvaºování magnetického tahu jsou kritické otá£ky o
n¥co vy²²í. Op¥t je zde dobrá shoda výsledk· mezi Matlabem a Damp °e²i£em a to 0, 5%.
QR Damp °e²i£ op¥t selhává.
Pro rotor s jedním diskem jsou výsledky s chybou do 6 % povaºovány za adekvátní.
Pro modelovou rotorovou soustavu je dosaºeno je²t¥ lep²í shody.
Limitujícím omezením pro navrºený program m·ºe být velikost tlumení, kdy p°i zadání
vysokých hodnot nejsou výsledky akceptovatelné.
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A.2. Matice h°ídelového elementu
Transla£ní matice hmotnosti








22l 0 0 4l2
54 0 0 13l 156
0 54 −13l 0 0 156
0 13l −2l2 0 0 22l 4l2











3l 0 0 4l2
−36 0 0 −3l 36
0 −36 3l 0 0 36
0 −3l −l2 0 0 3l 4l2












0 −3l 4l2 0
0 36 −3l 0 0
−36 0 0 −3l 36 0
−3l 0 0 l2 3l 0 0











6l 0 0 4l2
−12 0 0 −6l 12
0 −12 6l 0 0 12
0 −6l 2l2 0 0 6l 4l2









Kxx Kxy 0 0
Kyx Kyy 0 0
0 0 0 0








Cxx Cxy 0 0
Cyx Cyy 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

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B. ANSYS makro rotoru s jedním diskem








JP=M*RD**2 !POLARNI MOMENT SETRVACNOSTI





















































































function [x0,y0,iout,jout] = intersections(x1,y1,x2,y2,robust)
%INTERSECTIONS Intersections of curves.
% Computes the (x,y) locations where two curves intersect. The curves
% can be broken with NaNs or have vertical segments.
%
% Example:
% [X0,Y0] = intersections(X1,Y1,X2,Y2,ROBUST);
%
% where X1 and Y1 are equal-length vectors of at least two points and
% represent curve 1. Similarly, X2 and Y2 represent curve 2.
% X0 and Y0 are column vectors containing the points at which the two
% curves intersect.
%
% ROBUST (optional) set to 1 or true means to use a slight variation of the
% algorithm that might return duplicates of some intersection points, and
% then remove those duplicates. The default is true, but since the
% algorithm is slightly slower you can set it to false if you know that
% your curves don't intersect at any segment boundaries. Also, the robust
% version properly handles parallel and overlapping segments.
%
% The algorithm can return two additional vectors that indicate which
% segment pairs contain intersections and where they are:
%
% [X0,Y0,I,J] = intersections(X1,Y1,X2,Y2,ROBUST);
%
% For each element of the vector I, I(k) = (segment number of (X1,Y1)) +
% (how far along this segment the intersection is). For example, if I(k) =
% 45.25 then the intersection lies a quarter of the way between the line
% segment connecting (X1(45),Y1(45)) and (X1(46),Y1(46)). Similarly for
% the vector J and the segments in (X2,Y2).
%
% You can also get intersections of a curve with itself. Simply pass in
% only one curve, i.e.,
%
% [X0,Y0] = intersections(X1,Y1,ROBUST);
%
% where, as before, ROBUST is optional.
% Version: 1.12, 27 January 2010
% Author: Douglas M. Schwarz
% Email: dmschwarz=ieee*org, dmschwarz=urgrad*rochester*edu
% Real_email = regexprep(Email,{'=','*'},{'@','.'})
% Theory of operation:
%
% Given two line segments, L1 and L2,
%
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% L1 endpoints: (x1(1),y1(1)) and (x1(2),y1(2))
% L2 endpoints: (x2(1),y2(1)) and (x2(2),y2(2))
%
% we can write four equations with four unknowns and then solve them. The
% four unknowns are t1, t2, x0 and y0, where (x0,y0) is the intersection of
% L1 and L2, t1 is the distance from the starting point of L1 to the
% intersection relative to the length of L1 and t2 is the distance from the
% starting point of L2 to the intersection relative to the length of L2.
%
% So, the four equations are
%
% (x1(2) - x1(1))*t1 = x0 - x1(1)
% (x2(2) - x2(1))*t2 = x0 - x2(1)
% (y1(2) - y1(1))*t1 = y0 - y1(1)
% (y2(2) - y2(1))*t2 = y0 - y2(1)
%
% Rearranging and writing in matrix form,
%
% [x1(2)-x1(1) 0 -1 0; [t1; [-x1(1);
% 0 x2(2)-x2(1) -1 0; * t2; = -x2(1);
% y1(2)-y1(1) 0 0 -1; x0; -y1(1);
% 0 y2(2)-y2(1) 0 -1] y0] -y2(1)]
%
% Let's call that A*T = B. We can solve for T with T = A\B.
%
% Once we have our solution we just have to look at t1 and t2 to determine
% whether L1 and L2 intersect. If 0 <= t1 < 1 and 0 <= t2 < 1 then the two
% line segments cross and we can include (x0,y0) in the output.
%
% In principle, we have to perform this computation on every pair of line
% segments in the input data. This can be quite a large number of pairs so
% we will reduce it by doing a simple preliminary check to eliminate line
% segment pairs that could not possibly cross. The check is to look at the
% smallest enclosing rectangles (with sides parallel to the axes) for each
% line segment pair and see if they overlap. If they do then we have to
% compute t1 and t2 (via the A\B computation) to see if the line segments
% cross, but if they don't then the line segments cannot cross. In a
% typical application, this technique will eliminate most of the potential
% line segment pairs.
% Input checks.
error(nargchk(2,5,nargin))



















% x1 and y1 must be vectors with same number of points (at least 2).
if sum(size(x1) > 1) = 1 || sum(size(y1) > 1) = 1 || ...
length(x1) = length(y1)
error('X1 and Y1 must be equal-length vectors of at least 2 points.')
end
% x2 and y2 must be vectors with same number of points (at least 2).
if sum(size(x2) > 1) = 1 || sum(size(y2) > 1) = 1 || ...
length(x2) = length(y2)
error('X2 and Y2 must be equal-length vectors of at least 2 points.')
end





% Compute number of line segments in each curve and some differences we'll
% need later.
n1 = length(x1) - 1;
n2 = length(x2) - 1;
xy1 = [x1 y1];
xy2 = [x2 y2];
dxy1 = diff(xy1);
dxy2 = diff(xy2);
% Determine the combinations of i and j where the rectangle enclosing the
% i'th line segment of curve 1 overlaps with the rectangle enclosing the
% j'th line segment of curve 2.









% Force i and j to be column vectors, even when their length is zero, i.e.,
% we want them to be 0-by-1 instead of 0-by-0.
i = reshape(i,[],1);
j = reshape(j,[],1);
% Find segments pairs which have at least one vertex = NaN and remove them.
% This line is a fast way of finding such segment pairs. We take
% advantage of the fact that NaNs propagate through calculations, in
% particular subtraction (in the calculation of dxy1 and dxy2, which we
% need anyway) and addition.
% At the same time we can remove redundant combinations of i and j in the
% case of finding intersections of a line with itself.
if self_intersect
remove = isnan(sum(dxy1(i,:) + dxy2(j,:),2)) | j <= i + 1;
else




% Initialize matrices. We'll put the T's and B's in matrices and use them
% one column at a time. AA is a 3-D extension of A where we'll use one




AA([1 2],3,:) = -1;
AA([3 4],4,:) = -1;
AA([1 3],1,:) = dxy1(i,:).';
AA([2 4],2,:) = dxy2(j,:).';
B = -[x1(i) x2(j) y1(i) y2(j)].';
% Loop through possibilities. Trap singularity warning and then use
% lastwarn to see if that plane of AA is near singular. Process any such
% segment pairs to determine if they are colinear (overlap) or merely
% parallel. That test consists of checking to see if one of the endpoints
% of the curve 2 segment lies on the curve 1 segment. This is done by
% checking the cross product
%
% (x1(2),y1(2)) - (x1(1),y1(1)) x (x2(2),y2(2)) - (x1(1),y1(1)).
%
% If this is close to zero then the segments overlap.
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% If the robust option is false then we assume no two segment pairs are
% parallel and just go ahead and do the computation. If A is ever singular
% a warning will appear. This is faster and obviously you should use it





% Use try-catch to guarantee original warning state is restored.
try
lastwarn('')





% Force in_range(k) to be false.
T(1,k) = NaN;
% Determine if these segments overlap or are just parallel.








% Find where t1 and t2 are between 0 and 1 and return the corresponding
% x0 and y0 values.
in_range = (T(1,:) >= 0 & T(2,:) >= 0 & T(1,:) <= 1 & T(2,:) <= 1).';
% For overlapping segment pairs the algorithm will return an




% set x0 and y0 to middle of overlapping region.
T(3,overlap) = (max(min(x1(ia),x1(ia+1)),min(x2(ja),x2(ja+1))) + ...
min(max(x1(ia),x1(ia+1)),max(x2(ja),x2(ja+1)))).'/2;
T(4,overlap) = (max(min(y1(ia),y1(ia+1)),min(y2(ja),y2(ja+1))) + ...
min(max(y1(ia),y1(ia+1)),max(y2(ja),y2(ja+1)))).'/2;










% Compute how far along each line segment the intersections are.
if nargout > 2
sel_index = find(selected);
sel = sel_index(index);
iout = i(sel) + T(1,sel).';
jout = j(sel) + T(2,sel).';
end
else % non-robust option




% Find where t1 and t2 are between 0 and 1 and return the corresponding
% x0 and y0 values.
in_range = (T(1,:) >= 0 & T(2,:) >= 0 & T(1,:) < 1 & T(2,:) < 1).';
x0 = T(3,in_range).';
y0 = T(4,in_range).';
% Compute how far along each line segment the intersections are.
if nargout > 2
iout = i(in_range) + T(1,in_range).';
jout = j(in_range) + T(2,in_range).';
end
end
% Plot the results (useful for debugging).
% plot(x1,y1,x2,y2,x0,y0,'ok');
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JP1=M1*RD1**2 !POLARNI MOMENT SETRVACNOSTI













































R1=0.7 !SKUTECNE ROZMERY HRIDELE A VINUTI
R2=0.8
R3=0.9
MA=PIVAL*H4*R1**2*RO !SKUTECNA HMOTNOST HRIDELE
MB=PIVAL*H4*(R3**2-R2**2)*RO !SKUTECNA HMOTNOST VINUTI
MC=MA MP,EX,2,2.1E11*(MA*R1**2+MB*(R2**2+R3**2))/MC*R1**2 !FIKTIVNI E
MP,PRXY,2,0.3
MP,DENS,2,RO


























































































































1. Soub¥ºný a protib¥ºný pohyb, a) soub¥ºná precese, b) protib¥ºná precese . 17
2. Zobrazení Campbellova diagramu [5] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3. Campbell·v digram[3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4. Dráha krouºení [3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
5. Rotorová soustava . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
6. Euler-Bernoulliho prut [11] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
7. Timoshenk·v prut [11] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
8. Sestavení globální matice h°ídele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
9. Sestavení globální matice s diskem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
10. Loºisko pruºina-tlumi£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
11. Okrajové podmínky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
12. schéma programu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
13. Prvek BEAM188 [3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
14. Prvek MASS21 [3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
15. Prvek COMBI214 [3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
16. Prvek COMBIN14 [3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
17. Pouºití COMBI prvku a zavazbení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
18. Modelová rotorová soustava . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
19. Diskretizace soustavy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
20. Vinutí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
21. Geometrické uspo°ádání p·vodního vinutí . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
22. Geometrické uspo°ádání modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
23. Globální matice soustavy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
24. Model rotorové soustavy s vazbami . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
25. Umíst¥ní MASS prvk· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
26. Pouºití ﬁktivního materiálu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
27. Campbell·v diagram - Matlab . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
28. Campbell·v diagram - Ansys - Damp °e²i£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
29. Campbell·v diagram - Ansys - QR Damp °e²i£ . . . . . . . . . . . . . . . . 52
30. Campbell·v diagram - Matlab - bez tlumení, s magnetickým tahem . . . . 54
31. Campbell·v diagram - Matlab - bez tlumení, s mag. tahem - detail . . . . 55
32. Campbell·v diagram - Ansys - bez tlumení, s mag. tahem - Damp °e²i£ . . 55
33. Campbell·v diagram - Ansys - bez tlumení, s mag. tahem - QR Damp °e²i£ 56
34. Campbell·v diagram - Matlab - s tlumením, s mag. tahem . . . . . . . . . 57
35. Campbell·v diagram - Matlab - s tlumením, s mag. tahem - detail . . . . . 58
36. Campbell·v diagram - Ansys - s tlumením, s mag. tahem - Damp °e²i£ . . 58
37. Campbell·v diagram - Ansys - s tlumením, s mag. tahem - QR Damp °e²i£ 59
38. Campbell·v diagram - Matlab - s tlumením, bez magnetického tahu . . . . 60
39. Campbell·v diagram - Matlab - s tlumením, bez magnetického tahu - detail 60
40. Campbell·v diagram - Ansys - s tlumením, bez magnetického tahu - Damp
°e²i£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
41. Campbell·v diagram - Ansys - s tlumením, bez magnetického tahu - QR
Damp °e²i£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
81
Seznam tabulek
1. Seznam prvk· podporujících gyroskopický efekt . . . . . . . . . . . . . . . 34
2. Pevný a rotující sou°adnicový systém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3. P°íkazy post-processingu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4. Nastavení prvk· a reálné konstanty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
5. Kritické otá£ky rotoru s jedním diskem [min−1] . . . . . . . . . . . . . . . 53
6. Geometrické a materiálové charakteristiky . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
7. Koeﬁcienty loºiska bez tlumení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
8. Kritické otá£ky modelové rotorové soustavy bez tlumení, s mag. tahem
[min−1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
9. Koeﬁcienty loºiska s tlumením . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
10. Kritické otá£ky modelové rotorové soustavy s tlumením a mag.tahem [min−1] 59
11. Kritické otá£ky modelové rotorové soustavy s tlumením, bez mag. tahu
[min−1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
12. Kritické otá£ky a magnetický tah . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
82
